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A 分级硬阈值追踪
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( 中国石油大学( 华东) 理学院，山东 青岛 266580)

摘要:受到硬阈值追踪算法( HTP) 的启发，提出了用于求解压缩感知问题的 A 硬阈值追踪算法( A graded hard
thresholding pursuit algorithm，APGHTP) ，并在约束等距条件下给出了该算法的理论保证。在数值实验中，不论测
量值是否包含误差，APGHTP都表现较好，证明了该算法的稀疏恢复能力。在恢复稀疏向量时，APGHTP所需的
迭代数与稀疏向量的稀疏度相同。
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A graded hard thresholding pursuit algorithm

SHI Zhang-lei，LI Wei-guo
( College of Science，China University of Petroleum，Qingdao 266580，Shandong，China)

Abstract: Inspired by hard thresholding pursuit algorithm ( HTP ) ． A graded hard thresholding pursuit algorithm
( APGHTP) was proposed for solving compressive sensing problems． The theoretical guarantees of the new algorithm
were given under restricted isometry property ( ＲIP) condition． In the numerical experiment，regardless of whether the
measured value contains error，APGHTP performance is better，which proves the sparse recovery ability of the algo-
rithm． When recovering sparse vectors，the number of iterations required for APGHTP is the same as that of sparse vec-
tors．
Key words: compressive sensing; sparse solution; hard thresholding pursuit; Moore-Penrose inverse

0 前言

令 x∈ＲN是具有 k个非零元素的实向量( x称为 k稀疏信号或向量) ，f∈Ｒm是满足 Ax = f 的测量值，其
中 mN，A∈Ｒm × N，压缩感知问题( compressive sensing ) 可表示如下:

min
x∈ＲN
‖x‖0

s． t． f = Ax + e，
( 1)

其中 e∈Ｒm 是测量误差。

求解压缩感知也即寻找满足欠定线性方程组 Ax = f，mN，A∈Ｒm × N的最稀疏的解 x，当 m 正比于

klog N( )k 时，即可求得 x。然而模型( 1) 是 NP-Hard 问题［1］，参考文献［2-5］表明 l0 范数应该被松弛为凸范

数，一个非常流行的方式是将 l0 范数松弛为 l1 范数:
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min
x∈ＲN
‖x‖1

s． t． f = Ax + e，
( 2)

其中 e∈Ｒm是测量误差。
许多基于不同策略的算法可以用来进行稀疏恢复，其中直接求解模型( 1) 的贪婪迭代类算法包括正交

匹配追踪 ( orthogonal matching pursuit，OMP) ［6］、压缩采样匹配追踪( compressive sampling matching pursuit，
CoSaMP) ［7］等。同时，迭代硬阈值算法( iterative hard thresholding algorithm，IHT ) ［8］也可以直接求解模型
( 1) 。迭代软阈值算法( iterative soft thresholding algorithm，IST ) ［9］、Bregman迭代算法( Bregman iteration al-
gorithm，BIA) 及其变体线性化 Bregman 算法( linearized Bregman algorithm，IBA ) ［10-11］等可以有效地求解
l1-极小化问题( 模型( 2 ) ) 。硬阈值追踪算法( hard thresholding pursuit，HTP) ［12］及分级硬阈值追踪算法
( graded hard thresholding pursuit，GHTP) ［13］结合了贪婪算法以及硬阈值算法思想。受上述算法的启发我们
引入 Moore-Penrose逆［14］提出了 A 硬阈值追踪算法( APHTP) 。
文中所用记号为: A 是矩阵 A的 Moore-Penrose逆，A'是 A 的转置，I 为单位矩阵; supp( x) 是 x 的支

撑集合 S是 x的 k个模量最大的指标集; xT 是 x对应于指标集 T的子向量，同样 AT 是 A的子矩阵;珔T是集
合 T在{ 1，2，…，N} 的余集，T = { 1，2，…，N} \T; TΔT'是集合 T、T'的对称差集，TΔT' = ( T \T') ∪( T' \T) 。

1 算法框架

1. 1 硬阈值追踪算法框架
贪婪迭代算法的关键是从 A'( f － Axn ) 中选择 x的支撑集，然后在所选择的支撑集下寻找最适合测量值

的稀疏解。然而在某些条件下从 xn + A'( f － Axn ) ≈x 中选择 x 的支撑集似乎更自然，这即是硬阈值追踪算
法( HTP) ，如算法 1 所示。
算法 1 HTP
参数: A，f，k，threshold ＞ 0。
初始化: x0 = 0，r0 = f，S0 = 
While ‖rn‖2 ＞ threshold do
( HTP1 ) 计算 Sn + 1 = { | xn + A'( f － Axn ) |中 k个模量最大值对应的指标集}
( HTP2 ) 计算 xn + 1 = arg min‖f － Az‖2，supp( z) Sn + 1

( HTP3 ) rn + 1 = f － Axn + 1

end while
return xn + 1

当矩阵的 3k阶约束等距条件满足 δ3k ＜
1

槡3
时，硬阈值追踪算法在有限次迭代之后可以找到该系统的所

有 k稀疏解［12］。矩阵 A∈Ｒm × N的 k阶约束等距常数是满足式( 3) 的最小 δk ＞ 0:
( 1 － δk ) ‖z‖2

2≤‖Az‖2
2≤( 1 + δk ) ‖z‖2

2。 ( 3)
1. 2 新算法框架
本小节包含了建立新算法的关键性结论。

引理 1. 1［14］ 向量 u是 Ax = f的最小二乘解当且仅当 u是 AAx = Af的解。并且对于任意 z∈ＲN，最

小二乘解为

u = Af + ( I － AA) z。 ( 4)
若 u = arg min

x∈ＲN
‖Ax － f‖2，则由引理 1. 1 可知对于所有 z∈ＲN 有下式成立:

u = Af + ( I － AA) z。 ( 5)
引理 1. 2 向量 u是 Ax = f的最小二乘解，即满足 u = arg min

x∈ＲN
‖Ax － f‖2，当且仅当 u满足式( 6) :

AAu = Af。 ( 6)
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证明 由引理 1. 1 可知若 u是 Ax = f的最小二乘解，则 u = Af + ( I － AA) z，因此有
AAu = AA( Af + ( I － AA) z) = Af。

反之，若 AAu = Af，则
u = u － AAu + Af = Af + ( I － AA) u。

上述说明等式( 5) 成立。
基于引理 1. 2，方程( 1) 等价于以下极小化问题:

min
x∈ＲN
‖x‖0

s． t． Af = AAx。
( 7)

证明了式( 1) 与式( 7) 的等价性之后，基于 HTP 算法的思想建立 A 硬阈值追踪( A hard thresholding
pursuit，APHTP) 。与 HTP相比新算法是将 HTP中的 A'替换为 Moore-Penrose 逆 A。需要指出的是 xn 是

稀疏的，xn － AAxn 比 xn － A'Axn 更逼近 0，且该格式降低了对矩阵 A 的要求( 矩阵 A 满足极强的 ＲIP 条件
才能使 A'A十分接近 I) 。此时从 xn + A ( f － Axn ) ≈Af = arg min‖f － Ax‖2，也即从近似的最小二乘解中

选择 x的支撑集。如算法 2 所示。
算法 2 APHTP
参数: A，f，k，threshold ＞ 0
初始化: x0 = 0，r0 = f，S0 = 
While ‖rn‖2 ＞ threshold do
( APHTP1 ) 计算 Sn + 1 = { | xn + A ( f － Axn ) |中 k个模量最大值对应的指标集}
( APHTP2 ) 计算 xn + 1 = arg min‖f － Az‖2，supp( z) Sn + 1

( APHTP3 ) rn + 1 = f － Axn + 1

end while
return xn + 1

与 HTP一样，APHTP算法需要稀疏度 k的先验估计，然而在大多数实际问题中稀疏度 k 是未知的。因
此，本文进一步采用 OMP 算法的分级策略提出了 A 分级硬阈值追踪算法( A Graded Hard Thresholding
Pursuit，APGHTP) ，如算法 3 所示。
算法 3 APGHTP
参数: A，f，k，threshold ＞ 0
初始化: x0 = 0，r0 = f，S0 = 
While ‖rn‖2 ＞ threshold do
( APGHTP1 ) 计算 Sn + 1 = { | xn + A ( f － Axn ) |中 n + 1 个模量最大值对应的指标集}
( APGHTP2 ) 计算 xn + 1 = arg min‖f － Az‖2，supp( z) Sn + 1

( APGHTP3 ) rn + 1 = f － Axn + 1

end while
return xn + 1

2 理论保证

在给出这节的主要结论之前，先给出定理 2. 1，该定理是证明算法收敛的关键性结论。
定理 2. 1 假设 A∈Ｒm × N满足 k阶 ＲIP条件，则

‖I － AA‖2≤
2δk
1 + δk

。 ( 8)

证明 矩阵 A满足 k阶 ＲIP条件，即任意 k稀疏向量 x∈ＲN，( 1 － δk ) ‖x‖2
2≤‖Ax‖2

2≤( 1 + δk ) ‖x‖2
2，

因此得

( 1 － δk ) ‖x‖2
2≤‖Ax‖2

2 =‖AAAx‖2
2 =‖A( AAx) ‖2

2≤( 1 + δk ) ‖AAx‖2
2，

1 － δk
1 + δk

‖x‖2
2≤‖AAx‖2

2。 ( 9)
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不等式( 9) 说明
1 － δk
1 + δk

x'x≤( AAx) '( AAx) ≤x'x，

则可得

0≤x'x － x'( AA) x≤x'x －
1 － δk
1 + δk

x'x =
2δk
1 + δk

x'x，

于是有式( 8) 成立。
APHTP和 APGHTP的第一步和第二步具有相似的结果，因此我们给出以下一般结果。
第一步结果

若 x∈ＲN 是 k稀疏的，f = Ax + e且 e∈Ｒm，x'是 k'稀疏的，T是 | x' + A ( f － Ax') |的 t≥k 个模量最大
值对应的指标集，则

‖xT‖2≤ 槡2 2
δk + t + k'

1 + δk + t + k'
‖x － x'‖2 槡+ 2‖( Ae) TΔS‖2， ( 10)

其中 S: = supp( x) 。

由 S: = supp( x) 与 T是 | x' + A ( f － Ax') |的 t≥k个模量最大值对应的指标集，可得
‖( x' + AA( x － x') + Ae) T‖

2
2≥‖( x' + AA( x － x') + Ae) S‖

2
2， ( 11)

消除 S∩T元素的影响
‖( x' + AA( x － x') + Ae) T \S‖2≥‖( x' + AA( x － x') + Ae) S \T‖2。 ( 12)

式( 12) 左端满足
‖( x' + AA( x － x') + Ae) T \S‖2 =‖( A

A － I) ( x － x') + Ae) T \S‖2，

同时式( 12) 右端满足
‖( x' + AA( x － x') + Ae) S \T‖2≥‖xS \T‖2 －‖( A

A － I) ( x － x') + Ae) S \T‖2，

则

‖xS \T‖2≤‖( ( A
A － I) ( x － x') + Ae) S \T‖2 +‖( ( A

A － I) ( x － x') + Ae) S \T‖2≤

槡2‖( ( A
A － I) ( x － x') + Ae) TΔS‖2≤

槡2( ‖( A
A － I) ( x － x') TΔS‖2 +‖( A

e) TΔS‖2 ) ≤

槡2 2
δk + t + k'

1 + δk + t + k'
‖x － x'‖2 槡+ 2‖( Ae) TΔS‖2。

第二步结果

若 x∈ＲN是 k稀疏的，f = Ax + e且 e∈Ｒm，x'是 k'稀疏的，T是大小为 t的支撑集，x'是‖f － Az‖对应
于 supp( z) T的极小值解，则

‖x － x'‖2≤
1

1 － 2δ2k +槡 t
‖x珔T‖2 +

2
1 － 2δ2k +槡 t

‖( A'e) T‖2。 ( 13)

由 x'的定义，x'满足( A'( f － Ax') ) T = 0，则
‖( x － x') T‖

2
2 =〈( x － x') T，( x － x') T〉=〈( x － x' － A'( f － Ax') ) T，( x － x') T〉≤

|〈( ( I － A'A) ( x － x') ) T，( x － x') T〉| + |〈( Ae) T，( x － x') T〉|≤
‖( I － A'A) ( x － x') T‖2‖( x － x') T‖2 +‖( Ae) T‖2‖( x － x') T‖2≤
δk + t‖( x － x') T‖2‖( x － x') T‖2 +‖( Ae) T‖2‖( x － x') T‖2。 ( 14)

式( 14) 两边同时除以‖( x － x') T‖2，可得

‖( x － x') T‖2≤δk + t‖x － x'‖2 +‖( Ae) T‖2。
这说明

‖x － x'‖2
2 =‖( x － x') T‖

2
2 +‖( x － x') T‖

2
2≤( δk + t‖x － x'‖2 +‖( A'e) T‖2 )

2 +‖xT‖
2
2。 ( 15)

式( 15) 表明
‖x － x'‖2

2≤2( δ2k + t‖x － x'‖2
2 +‖( A'e) T‖

2
2 ) +‖xT‖

2
2，
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则有式( 13) 成立。
有了上述结果，接下来证明 APHTP和 APGHTP的收敛性。

定理 2. 2 对于满足 f = Ax + e的任意 k稀疏向量 x∈ＲN，若矩阵 A的 3k阶约束等距常数满足:
δ3k ＜ 0. 406 8，

则由 APHTP生成的序列{ xn} 趋于 x且
‖x － xn‖2≤ρ3k‖x － xn － 1‖2 + τ2k‖e‖2，ρ3k ＜ 1，n≥1， ( 16)

其中 ρ3k =
2δ3k
1 + δ3k

2
1 － 2δ23槡 k
，τ2k =

2
1 － 2δ22槡 k

1 + δ2槡 k +
1

1 － δ2槡( )
k
。

证明 在式( 10) 中令 x' = xn － 1，T = Sn，可得

‖xSn‖2≤ 槡2 2
δ3k

1 + δ3k
‖x － xn － 1‖2 槡+ 2‖( Ae) SnΔS‖2。 ( 17)

相似地，将 x' = xn，T = Sn 代入式( 13) ，则

‖x － xn‖2≤
1

1 － 2δ22槡 k
‖xSn‖2 +

2
1 － 2δ22槡 k

‖( A'e) Sn‖2。 ( 18)

将式( 17) 和式( 18) 合并整理可得

‖x － xn‖2≤
槡2 2δ3k

1 + δ3k
1

1 － 2δ22槡 k
‖x － xn － 1‖2 +

2
1 － 2δ22槡 k
( Ae) Sn∪S 2 +

2
1 － 2δ22槡 k

‖( A'e) Sn‖2。

最后由‖( A'e) Sn‖2≤ 1 + δ2槡 k‖e‖2 及 ( A
e) Sn∪S 2≤

1
1 － δ2槡 k

‖e‖2 可得式( 16 ) ，且令 ρ3k ＜ 1 知

δ3k ＜ 0. 406 8。
接下来给出 APGHTP的收敛定理。
定理 2. 3 对于满足 f = Ax + e的任意 k稀疏向量 x∈ＲN，如果{ xn} 是 APGHTP生成的序列，则

‖x － xn‖2≤ρk + 2n － 1‖x － xn － 1‖2 + τk + n‖e‖2，n≥k， ( 19)
其中:

ρk + 2n － 1 =
2δk + 2n － 1
1 + δk + 2n － 1

2
1 － 2δ2k + 2n槡 － 1

，τk + n =
2

1 － 2δ2k +槡 n

1 + δk +槡 n +
1

1 － δk +槡( )
n
。

证明 式( 10) 中令 x' = xn － 1，T = Sn。稀疏向量 x'包含 n － 1 个非零元素且支撑集 T包含 n个指标。式
( 13) 中令 x' = xn，T = Sn，则 x'的稀疏度和 T的基数均为 n。剩余证明类似于定理 2. 2。

3 数值实验

这部分将给出 APHTP、APGHTP、HTP、GHTP、CoSaMP、IHT 及线性化 Bregman 算法在加噪以及无噪的
压缩感知问题下的表现。IHT 是用于求解压缩感知问题的 IHT。在所有测试中，矩阵 A∈Ｒm × N为 m = 200，
N = 1 000 的高斯矩阵且所有向量为高斯向量。在实验中记录各算法成功重建的总次数，该次数与总实验次
数的比值即为各算法的恢复成功率。
3. 1 无噪情况下的表现
本小节给出各算法在无噪情况下的表现，所有结果均为 500 次实验后的平均结果。各算法的停机准则

为‖f － Axn‖2≤10 －8或达到最大迭代步数 500，且一次重建的相对误差‖x － xn‖2≤10 －4‖x‖2 则为成功。
图( 1) 给出了恢复成功率。显然 APGHTP的表现最好且略优于 GHTP，CoSaMP与 HTP表现相近。同

时，APGHTP、GHTP在区间［0，60］上恢复成功率近乎为 100%，而 IHT、HTP、CoSaMP 恢复成功率为 100%
的区间大致为［0，45］。APHTP与线性化 Bregman算法的区间相近为( ［0，20］) 。
接下来给出恢复稀疏向量时各算法所需迭代数。图( 2 ) 说明在 APGHTP、IHT、CoSaMP 三种算法恢复

成功率均为 100%在区间［0，45］上，APGHTP、GHTP恢复 k稀疏向量时所用迭代次数为 k 且与 IHT 所需迭
代数相差无几，同时 CoSaMP与 HTP在该区间上所需迭代数相当。在整个区间上，HTP所需的迭代数最少，
APGHTP所需迭代数不超过 200，而线性化 Bregman算法所需的迭代数是最多的。
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图 1 无噪情况下各种算法恢复成功率
Fig． 1 Numerical test of different algorithms on frequency of success in ideal situation

图 2 无噪情况下各种算法所需迭代数
Fig． 2 Average numbers of iterations of different algorithms in ideal situation

3. 2 加噪情况下的表现
本小节给出各算法在加噪情况下的表现，所有结果均为 500 次实验后的平均结果。在本小节实验中随

机生成 m维单位高斯误差向量 e，令观测值 f = Ax + τe，其中τ = 0. 01‖x‖2。此时各算法的停机准则为

图 3 加噪情况下各种算法恢复成功率
Fig． 3 Numerical test of different algorithms on

frequency of success in realistic situation

‖f － Axn‖2≤τ或达到最大迭代步数 500，一次重建的相
对误差‖x － xn‖2≤10 －2‖x‖2 则为成功。
当测量值包含噪声时，图( 3 ) 说明 APGHTP、GHTP

的表现极大地优于其它算法，APHTP 与 CoSaMP 的表现
相近，IHT 表现最差，原因可能是所选择的停机准则使得
IHT 过早的停止。从迭代数来看，图( 4) 再次说明在恢复
成功率为 100%的区间上，APGHTP、GHTP恢复 k稀疏向
量时所需的迭代数为 k，同时在整个区间上 APGHTP 与
GHTP所需迭代数几乎相同且最大迭代数不超过 150。
线性化 Bregman算法在区间［0，50］所需迭代数与 APH-
TP相似，当稀疏度 k ＞ 50 时其所需迭代数逐渐降低到
150 附近，但此时该算法的恢复成功率为 0。HTP 在该情
况下所需的迭代数在整个区间上是最小的而 CoSaMP 是
最大的。
3. 3 运行时间
本小节给出各算法在无噪情况下的平均运行时间，该时间为 100 次实验后的平均结果。各算法停机准

则与节 3. 1 中的停机准则相同。
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图 4 加噪情况下各种算法所需迭代数
Fig． 4 Average numbers of iterations of different algorithms in realistic situation

图 5 表明，当信号高度稀疏时，HTP所需的运行时间是最少的，而 APHTP 与 APGHTP 所需时间相当且
略多，这与计算 A 有关( 如有必要，可以采用高度稀疏时的 A 近似算法来减少运行时间) 。随着稀疏度的
不断增加各算法所需时间也不断增加。由图 1、图 2 可知，当稀疏度 k ＞ 50 时，所有算法的恢复成功率开始
降低且所需迭代数迅速增加到所限定的最大迭代数 500，故运行时间也迅速增加。特别地，尽管此时线性
Bregman算法、IHT 所需时间保持稳定，但恢复成功率相对较低。而 CoSaMP、GHTP所需的时间迅速的赶超
了其它算法所需的时间、且远远大于其它算法。

图 5 无噪情况下各算法平均运行时间及其半对数图
Fig． 5 Ｒunning time of different algorithms and its semilog plot

4 结论

本文提出了 A 硬阈值追踪算法( APHTP) ，该算法与硬阈值追踪算法( HTP) 的主要区别是引入 Moore-
Penrose逆 A 代替 A'。A 分级硬阈值追踪算法( APGHTP) 是 APHTP 的变体，其最大优点在于避免了稀疏
度的估计。数值实验说明 APGHTP表现优于 HTP，GHTP，CoSaMP，IHT 及线性化 Bregman 算法。在恢复 k
稀疏向量时，APGHTP所需的迭代数与稀疏向量的稀疏度相同。尽管计算 Moore-Penrose 逆的代价较大，但
在两种情况下 APGHTP良好的表现、需要较少的迭代数以及算法的简单性使得 A 分级硬阈值追踪算法

( APGHTP) 在存在噪声且稀疏度未知的情况下可以作为一个较好的选择。
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