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基本概念

逐次逼近法也称为迭代法，它是对所求问题建立一种规则，将所求问题转化为
利用初值或已求出的元素计算后继元素，从而形成一个序列。该法在数值计算
上有着广泛地应用。

由于逐次逼近法设计两个元素得逼近问题，所以，首先应明确非实数之间得距
离以及极限过程得收敛性概念。

我们已知：

一维空间，距离原点的距离： |x|;
二维空间，距离原点的距离：

√
x2 + y2;

三维空间，距离原点的距离：
√

x2 + y2 + z2;

有必要给出一种实用更广泛、应用更灵活且又具有普通长度所具有的特征的
“度量”概念。
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向量与矩阵的范数

定义: 设 R 是一个数域, V 是一个线性空间。若 V 中的任一元素 x 都对应一个
实数 N(x), 即 N(x) 是 V 上的实值函数, 且满足如下条件

(1) N(x) ≥ 0, 当且仅当 x = θ (零元素) 时 N(x) = 0; （正定性）

(2) N(αx) = |α|N(x), x ∈ R (齐次性)

(3) N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) , x, y ∈ V (三角不等式)

则称 N(x) 是 V 上的一个范数, 记为 ∥x∥, 即 N(x) = ∥x∥ 表示 x 的范数。

若在 V 中具有“乘法” 运算, 则可增加一个条件:
对任意 x, y ∈ V , 则 x · y ∈ V 时，满足如下条件

∥x · y∥ ≤ ∥x∥||y∥
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向量范数

设 xxx = [x1, x2, · · · , xn]
T ∈ Rn, 常用的四种范数定义如下:

1. 向量的 ℓ2-范数, 也称欧氏范数, 记为

∥xxx∥2 =< xxx,xxx >1/2=

(
n∑

i=1

x2
i

)1/2

或

∥xxx∥2 =

(
n∑

i=1

x̄ixi

)1/2

xxx ∈ Cn

其中，x̄i 是 xi 的共轭复数。

若 xxx = [x1, x2, · · · , xn]
T ∈ Rn， yyy = [y1, y2, · · · , yn]T ∈ Rn, 则

xxxT · yyy = yyyT · xxx =

n∑
i=1

yixi
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向量范数

2. 向量的 ∞-范数, 也称最大范数, 记为

∥xxx∥∞ = max
1≤i≤n

|xi| = max
1≤i≤n

{|x1| , |x2| , · · · , |xn|}

3. 向量的 ℓ1-范数, 记为

∥xxx∥1 =

n∑
i=1

|xi|

4. 向量的 ℓp-范数, 记为

∥xxx∥p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, p ∈ [1,∞)

上述四种常用的实值函数都满足正定性、齐次性和三角不等式。
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矩阵的范数

如无特殊说明, 线性空间为 V = Rn×n。 V 中存在矩阵乘积运算, 因此定义矩
阵范数应满足

∥AAA ·BBB∥ ≤ ∥AAA∥ · ∥BBB∥

定义: 设 xxx ∈ Rn,AAA ∈ Rn×n, 且 ∥xxx∥v 是一种向量范数, 则

∥AAA∥v = max
x ̸=0

∥AAAxxx∥v
∥xxx∥v

= max
∥xxx∥v=1

∥AAAx∥v

称为矩阵 AAA 的算子范数。

显然算子范数满足: ∥AAAxxx∥v ≤ ∥AAA∥v∥xxx∥v

注意： 矩阵的算子范数是矩阵范数，但是反之不一定成立。
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矩阵的范数

矩阵算子范数的常用三种形式:

设 AAA = (aij)n×n

1. 矩阵的行范数: 绝对值最大的行和

∥AAA∥∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

2. 矩阵的列范数: 绝对值最大的列和

∥AAA∥1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |

3. 矩阵的 ℓ2-范数:

∥AAA∥2 =
√
λmax (AAATAAA)

其中，λmax

(
AAATAAA

)
表示矩阵 AAATAAA 的绝对值最大的特征值。
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矩阵的范数

定义：对于给定的向量范数 ∥·∥v 与矩阵范数 ∥·∥u,若对任何AAA ∈ Rn×n, x ∈ Rn,
都有

∥AAAxxx∥v ≤ ∥AAA∥u · ∥xxx∥v
则称所给向量范数 ∥ · ∥v 与矩阵范数 ∥ · ∥u 相容。

4. 矩阵的 Frobenius-范数:

∥AAA∥F =

 n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
1/2

[-] 简称为 AAA 的 F -范数。

可以验证: F -范数满足范数定义中的 4 个条件，但是 F -范数不是算子范数。
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例题

例：已知矩阵

AAA =

 1 2 0
−1 2 −1
0 1 1


求 ∥AAA∥∞、∥AAA∥1、∥AAA∥2 和 ∥AAA∥F .

解
∥AAA∥1 = max{(1 + 1 + 0), (2 + 2 + 1), (0 + 1 + 1)} = 5

∥AAA∥∞ = max{(1 + 2 + 0), (1 + 2 + 1), (0 + 1 + 1)} = 4

∥AAA∥F = (1 + 4 + 1 + 4 + 1 + 1 + 1)1/2 =
√
13 ≈ 3.6056
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例题

例：设

AAA =

 1 2 0
−1 2 −1
0 1 1


求 ∥AAA∥∞、∥AAA∥1、∥AAA∥2 和 ∥AAA∥F .

解

AAATAAA =

 2 0 1
0 9 −1
1 −1 2


det
(
λI −AAATAAA

)
=

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 0 −1
0 λ− 9 1
−1 1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 13λ2 + 38λ− 25 = 0

解得 λ1 = 9.1428, λ2 = 2.9211, λ3 = 0.9361。

因此
∥AAA∥2 =

√
9.1428 ≈ 3.0237
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矩阵的范数

定义：设 AAA ∈ Rn×n 的特征值为 λi(i = 1, 2, · · · , n), 称

ρ(AAA) = max
1≤i≤n

|λi|

为 AAA 的谱半径。注: 对一切范数 ∥ · ∥, 都有

ρ(AAA) ≤ ∥AAA∥

定理：如果 ∥AAA∥ < 1, 则 III +AAA 为非奇异矩阵, 且∥∥(III +AAA)−1
∥∥ ≤ 1

1− ∥AAA∥

其中, III 为单位矩阵, ∥ · ∥ 为矩阵的算子范数。
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误差分析介绍

第一章中曾提到数值问题的性态会对问题的计算精度产生很大影响，但是如何
判断数值问题的性态只是作了定性的描述，没有给出定量的判别方法。在此，
我们以求解线性方程组为例，介绍如何度量方程组性态。

定义： 如果线性方程组 AAAxxx = bbb 中, AAA 或 bbb 的元素的微小变化就会引起方程组
解的巨大变化, 则称该方程组为“病态”方程组, AAA 为“病态”矩阵; 否则成该
方程组为“良态” 方程组, AAA 为“良态” 矩阵。

在 Ax = b 中, 设 AAA 为非奇异矩阵, x 为精确解。若 bbb 有误差 δbbb, 则引起解变
化, 设为 xxx+ δxxx, 即

AAA(xxx+ δxxx) = bbb+ δbbb

因此
AAAδxxx = δbbb ⇒ δxxx = AAA−1δbbb

取范数, 得
∥δxxx∥ =

∥∥AAA−1δbbb
∥∥ ≤

∥∥AAA−1
∥∥ ∥δbbb∥
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误差分析介绍

因

∥bbb∥ = ∥AAAxxx∥ ≤ ∥AAA∥∥xxx∥ ⇒ 1

∥xxx∥
≤ ∥AAA∥

∥bbb∥

所以
∥δxxx∥
∥xxx∥

≤ ∥AAA∥
∥∥AAA−1

∥∥ ∥δbbb∥
∥bbb∥

即常数项产生的相对误差, 可能将解的相对误差放大 ∥A∥∥A−1|| 倍。

类似分析, 若 AAA 有误差 δAAA, 所得解 xxx+ δxxx, 则

∥δxxx∥
∥xxx∥

≤
∥AAA∥ ·

∥∥AAA−1
∥∥ ∥δAAA∥

∥AAA∥

1− ∥AAA∥ · ∥AAA−1∥ ∥δAAA∥
∥AAA∥

大体上, 系数矩阵 AAA 产生的相对误差, 将解的相对误差有可能放大 ∥AAA∥
∥∥AAA−1

∥∥
倍。

∥AAA∥
∥∥AAA−1

∥∥ 刻画了线性方程组中原始数据变化对解的影响，即刻画了方程组的
性态。

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 4 Dec. 2023 15 / 53



误差分析介绍

定义: 设 AAA 为非奇异矩阵, ∥ · ∥ 为矩阵的算子范数, 则称

cond(AAA) = ∥AAA∥∥AAA−1∥

为矩阵 AAA 的条件数。

当 cond(AAA) 很大时, Ax = b 是“病态” 的;
当 cond(AAA) 很小时, Ax = b 是“良态” 的。

cond(AAA) 的下限是多少？

cond(AAA) = ∥AAA∥∥AAA−1∥ ≥ ∥AAAAAA−1∥ = ∥III∥ = 1
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误差分析介绍

直观判断 AAAxxx = bbb 性态的方法:

用主元消去法求解时出现小主元;

某些行 (列) 几乎线性相关;

矩阵 AAA 的元素间数量级相差很大, 且无规律;

当 r = b−Ax 的 ∥r∥ 很小时, x̄xx 作为解精度仍不够;

出现上述情况之一, 方程 Ax = b 可能“病态”。

对于“病态”方程组的求解，常用的方法和措施：

提高原始数据和运算的精度。

用适当方法改善原始模型的性态，例如降低矩阵 AAA 的条件数。
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逐次逼近法

1 基基基本本本概概概念念念

2 线线线性性性方方方程程程组组组的的的迭迭迭代代代法法法

3 非非非线线线性性性方方方程程程的的的迭迭迭代代代法法法
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线性方程组的迭代法

由第二章可知, 利用直接法可解线性方程组

AAAxxx = bbb (6.1)

其中, AAA ∈ Rn×n, bbb ∈ Rn,xxx ∈ Rn

问题: 直接法中, 系数矩阵 AAA 在不断变化, AAA 的阶数高, 则占用内存就大; 且程序
较复杂, 程序设计的技巧也较高.

迭代法的思路利用迭代法求解 (6.1), 先将它变形为如下等价方程组:

x = Bx+ f (6.2)

其中, BBB ∈ Rn×n, fff ∈ Rn,xxx ∈ Rn, 矩阵 BBB 被称为迭代矩阵。

注: 利用不同的方法构造 (6.2) 可得到不同的迭代法。
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线性方程组的迭代法

迭代过程:
取初始向量 xxx(0) 代入 (6.2), 得

xxx(1) = BBBxxx(0) + fff

xxx(2) = BBBxxx(1) + fff

xxx(3) = BBBxxx(2) + fff

...

一般形式为

xxx(k+1) = BBBxxx(k) + fff, (k = 0, 1, 2, · · · ) (6.3)

称上述求解的方法为求解线性方程的迭代法, 或迭代过程或迭代格式。
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线性方程组的迭代法

迭代收敛:
当 k → ∞ 时, 若由 (6.3) 所得到的序列 xxx(k) → xxx∗, 即

x
(k)
i → x∗

i , (i = 1, 2, · · · , n)

其中, xxx(k) =
(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , · · · , x(k)

n

)T
,xxx∗ = (x∗

1, x
∗
2, · · · , x∗

n)
T , 或写成

lim
k→∞

xxx(k) = xxx∗ ⇔ lim
k→∞

x
(k)
i = x∗

i (i = 1, 2, · · · , n)

则称迭代法收敛, 否则迭代法发散。

若迭代法收敛, 则由 (6.3) 得

xxx∗ = BBBxxx∗ + fff

即 xxx∗ 为方程组 (6.2) 的解, 从而也是 (6.1) 的解。

注: 用迭代法求解就是求向量序列 xxx(0),xxx(1),xxx(2), · · · 的极限向量 xxx∗ 。

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 4 Dec. 2023 21 / 53



简单迭代法

简单迭代法又称为基本迭代法。可以有多种形式的推广。

设线性方程组的一般形式为
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
· · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn
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简单迭代法

设矩阵 A = (aij)n×n 为非奇异, 且 aii ̸= 0, 则

x1 =
1

a11

b1 − n∑
j=2

a1jxj


x2 =

1

a22

b2 − n∑
j=1,j ̸=2

a2jxj


...

xi =
1

aii

bi − n∑
j=1,j ̸=i

aijxj


...

xn =
1

ann

bn −
n−1∑
j=1

anjxj


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简单迭代法

即

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − n∑
j=1,j ̸=i

aijx
(k)
j

 ,

(k = 0, 1, 2, · · · , i = 1, 2, · · · , n)
上式等价为

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

1

aii

bi − n∑
j=1

aijx
(k)
j

 ,

(k = 0, 1, 2, · · · , i = 1, 2, · · · , n)
即 

x
(k+1)
i = x

(k)
i +∆xi,

∆xi =
1

aii

bi − n∑
j=1

aijx
(k)
j

 ,

(k = 0, 1, 2, · · · , i = 1, 2, · · · , n)
上述迭代法被称为 Jacobi 迭代法
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简单迭代法

设
D = diag (a11, a22, · · · , ann)

L =



0 0
−a21 0
...

. . .
. . .

−aj1 −ajj−1 0
...

...
. . .

. . .

−an1 · · · −anj−1 · · · −ann−1 0



U =



0 −a12 · · · −a1j · · · −a1n
. . .

. . .
...

...
0 −aj−1,j · · · −aj−1,n

. . .
. . .

...
0 −an−1,n

0


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简单迭代法

则
AAA =DDD −LLL−UUU

DDDxxx = (LLL+UUU)xxx+ bbb

xxx =DDD−1(LLL+UUU)xxx+DDD−1bbb

令
BBBJ =DDD−1(LLL+UUU),

fff =DDD−1bbb

得 (6.1) 的等价方程组为
xxx = BBBJxxx+ fff

迭代格式为
xxx(k+1) = BBBJxxx

(k) + fff, (k = 0, 1, 2, · · · )
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例题

例：用 Jacobi 迭代格式解线性方程组 8x1 − 3x2 + 2x3 = 20
4x1 + 11x2 − x3 = 33
2x1 + x2 + 4x3 = 12

解: 其矩阵形式为 x1

x2

x3

(k+1)

=

 1/8 0 0
0 1/11 0
0 0 1/4

 0 3 −2
−4 0 1
−2 −1 0

 x1

x2

x3

(k)

+

 2.5
3
3


=

 0 0.375 −0.25
−0.363636 0 0.090909

−0.5 −0.25 0

 x1

x2

x3

(k)

+

 2.5
3
3


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例题

取初始向量 xxx(0) = [0, 0, 0]T , 得到

xxx(1) = xxx(0) + (2.5, 3, 3)T = (2.5, 3, 3)T

xxx(2) =

 0 0.375 −0.25
−0.363636 0 0.090909

−0.5 −0.25 0

 2.5
3
3

+

 2.5
3
3

 =

 2.875
2.363
1


xxx(3) =

 0 0.375 −0.25
−0.363636 0 0.090909

−0.5 −0.25 0

 2.875
2.363
1

+

 2.5
3
3

 =

 3.136
2.045
0.972


...

xxx(10) = (3.000032, 1.999838, 0.999881)T
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Gauss-Seidel迭代法

我们已知
DDDxxxk+1 = (LLL+UUU)xxxk + bbb

对上述方程进行一下改进，得

DDDxxxk+1 = LLLxxxk+1 +UUUxxxk + bbb

⇒ xxxk+1 = (DDD −LLL)−1UUUxxxk + (DDD −LLL)−1bbb

令
BBBG = (DDD −LLL)−1UUU ;fffG = (DDD −LLL)−1bbb

得到 Gauss–Seidel 迭代法, 简称 G–S 法

xxxk+1 = BBBGxxx
k + fffG

元素形式：

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx
(k)
j

 ,

(k = 0, 1, 2, · · · , i = 1, 2, · · · , n)
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例题

例：将下面线性方程组写成G-S迭代格式, 并求解 8x1 − 3x2 + 2x3 = 20
4x1 + 11x2 − x3 = 33
2x1 + x2 + 4x3 = 12

解 
x
(k+1)
1 = 2.5 + 0.375x

(k)
2 − 0.25x

(k)
3

x
(k+1)
2 = 3− 0.363636x

(k+1)
1 + 0.090909x

(k)
3

x
(k+1)
3 = 3− 0.5x

(k+1)
1 − 0.25x

(k+1)
2

取初始向量 xxx(0) = [0, 0, 0]T 代入上式, 得

x(1) = [2.5, 2.090909, 1.768939]T

...

x(5) = [2.999843, 2.000072, 1.000061]T
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迭代法的收敛性

设某种迭代格式
xxx(k+1) = BBBxxx(k) + fff

且该方程组的精确解为 xxx∗, 则

xxx∗ = BBBxxx∗ + fff

因此

εεε(k+1) = xxx(k+1) − xxx∗ = BBB
(
xxx(k) − xxx∗

)
= BBBε(k) = BBB2ε(k−1) = · · · = BBBk+1ε(0)

其中, εεε(0) = x(0) − x∗ 是一个非零的不变向量。

于是当 k → +∞, εεε(k+1) → 000 时，有

lim
k→∞

BBBk+1εεε(0) = 000

⇒ lim
k→∞

BBBk = 000
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迭代法的收敛性

定理 2: 迭代法 xxx(k+1) = BBBxxx(k) + fff 对任意 xxx(0) 和 fff 均收敛的充分必要条件为

ρ(BBB) < 1

由于 ρ(BBB) ≤ ∥BBB∥, 得

定理 3: 若 ∥BBB∥ < 1, 则迭代法 xxx(k+1) = BBBxxx(k) + fff 收敛。

定理 4: 若 Ax = b中的 AAA = (aij)n×n 为按行严格对角占优,则 Jacobi法和 G-S

法均收敛。

|aii| >
n∑

j=1,i̸=j

|aij | , i = 1, 2, · · · , n
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例题

如何处理下面方程组，确保在使用 G-S 法时，解收敛。 4x1 + 11x2 − x3 = 33
8x1 − 3x2 + 2x3 = 20
2x1 + x2 + 4x3 = 12
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逐次逼近法

1 基基基本本本概概概念念念

2 线线线性性性方方方程程程组组组的的的迭迭迭代代代法法法

3 非非非线线线性性性方方方程程程的的的迭迭迭代代代法法法

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 4 Dec. 2023 34 / 53



非线性方程的迭代法

问题: 设非线性方程
f(xxx) = 0

求一数 x̄xx, 使 f(x̄xx) = 0, 称 x̄xx 为上述方程的根。

例如： 
xy − z = 1

xyz + y2 = 2

ex + z = 3

当前流行得深度神经网络 (Deep Neural Networks) 几乎都是非线性方程。
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非线性方程的迭代法

假设: 函数 f(x) 是连续的, 它在坐标系 Oxy 中的图象为连续曲线。

若在区间 [a, b] 上只有一个根, 称 [a, b] 为单根区间;

若在区间 [a, b] 上有多个根, 称为多根区间;

统称为有根区间。

实际问题中，大多是多跟问题。
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简单迭代法

先将方程 f(xxx) = 0 化为一个与它同解的方程

xxx = φ(xxx)

即 f(x̄xx) = 0 充分必要条件是 x̄xx = φ(x̄xx)

然后, 任取一个初始值 xxx0, 进行如下迭代

xxx1 = φ (xxx0) ,xxx2 = φ (xxx1) , · · · ,xxxk+1 = φ (xxxk) , · · ·

即迭代公式为
xxxk+1 = φ (xxxk) , (k = 0, 1, 2, · · · )

称上述过程为求解非线性方程的简单迭代法, 或迭代法或迭代过程或迭代格式,
φ(xxx) 称为迭代函数, xxxk 称为第 k 步的迭代值或简单迭代值。
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迭代收敛

如果由迭代法产生的数列收敛, 即当 k → ∞ 时, xxxk → x̄xx, 则称迭代法收敛; 否则
称发散。

显然, 收敛时有
f(x̄xx) ≡ 0

证明？

x̄xx = φ(x̄xx) ⇔ f(x̄xx) ≡ 0

迭代函数的构造方法很多, 例如,

xxx = xxx− f(xxx) = φ(xxx)

xxx = xxx− k(xxx)f(xxx) = φ(xxx), k(xxx) ̸= 0
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例题

例：用迭代法求 f(x) = 2x3 − x− 1 = 0 的根

解: 用以下两种方法:
1) 化方程为等价方程

x =
3

√
x+ 1

2
= φ(x)

取初始值 x0 = 0, 则迭代值为

x1 =
3

√
1

2
=

3
√
0.5 ≈ 0.79

x2 =
3

√
x1 + 1

2
=

3

√
1 + 0.79

2
=

3
√
0.895 ≈ 0.964

x3 =
3

√
x2 + 1

2
=

3

√
1 + 0.964

2
=

3
√
0.982 ≈ 0.994

...

显然, 当 k → ∞ 时, xk → 1, 且 f(1) = 0
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例题

2) 化方程为等价方程
x = 2x3 − 1 = φ(x)

取初始值 x0 = 0, 则迭代值为

x1 = 2× 0− 1 = −1

x2 = 2× (−1)3 − 1 = −3

x3 = 2× (−3)3 − 1 = −55, · · ·

显然, 当 k → ∞ 时, xk → −∞ 。故迭代法发散。

由上例可以看出, 迭代法的收敛与发散, 与迭代函数的构造有关。
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迭代法收敛的条件

定理 设迭代函数 φ(x) 满足

当 x ∈ [a, b] 时, a ≤ φ(x) ≤ b

存在实数 0 < L < 1, 对任意 x ∈ [a, b], 都有

|φ′(x)| ≤ L

则 x = φ(x) 在 [a, b] 内存在唯一根 x̄, 并且对任意初始值 x0 ∈ [a, b], 迭代法

xk+1 = φ (xk) , (k = 0, 1, 2, · · · )

收敛于 x̄, 且满足

|xk − x̄| ≤ L

1− L
|xk − xk−1|

|xk − x̄| ≤ Lk

1− L
|x1 − x0|

L → 0 or L → 1 收敛快?
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迭代法收敛的速度

收敛的阶: 设迭代序列 xk → x̄, k → ∞

定义：若存在实数 p ≥ 1 和 c > 0 满足

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= lim
k→∞

|xk+1 − x̄|
|xk − x̄|p

= c

则称迭代法为 p 阶收敛。

当 p = 1 时称为线性收敛;

当 p > 1 时称为超线性收敛;

当 p = 2 时称为平方收敛。
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Newton迭代法及其变形

构造迭代函数是迭代法中很关键的一步, Newton迭代法是按照如下方式构造:
对一切非线性方程 f(xxx) = 0, 总可构造如下函数:

xxx = φ(xxx) = xxx− k(xxx)f(xxx), k(xxx) ̸= 0

作为方程 f(xxx) = 0 求解的迭代函数。因

φ′(xxx) = 1− k′(xxx)f(xxx)− k(xxx)f ′(xxx)

且 |φ′(xxx)| 在根 x̄xx 附近越小, 其局部收敛速度就越快, 故令

φ′(x̄xx) = 1− k′(x̄xx)f(x̄xx)− k(x̄xx)f ′(x̄xx) = 1− k(x̄xx)f ′(x̄xx) = 0

若 f ′(x̄xx) ̸= 0 (即 x̄xx 不是 f(xxx) = 0 的重根），则

k(x̄xx) = 1/f ′(x̄xx)

因此, 可取 k(xxx) = 1/f ′(xxx) 代入φ(xxx), 得

xxx = xxx− f(xxx)

f ′(xxx)
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Newton迭代法

定理: 设方程 f(xxx) = 0 的根为 x̄xx, 且 f ′(x̄xx) ̸= 0, 则迭代法

xxxk+1 = xxxk − f (xxxk)

f ′ (xxxk)
, (k = 0, 1, 2, · · · )

至少是平方收敛, 称为 Newton 迭代法。

由于在 Newton 迭代法中, 需要利用导数 f ′(xxx), 有时不方便。若利用近似等式

f ′ (xxxk) ≈
f (xxxk)− f (xxxk−1)

xxxk − xxxk−1

得

xxxk+1 = xxxk − f (xxxk)

f (xxxk)− f (xxxk−1)
(xxxk − xxxk−1) , (k = 0, 1, 2, · · · )

称为弦截法。
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例题

例：用 Newton 法和弦截法分别计算方程

x3 − x− 1 = 0

在 x = 1.5 附近的根。

解: （1）使用Newton法, 取 x0 = 1.5, 迭代公式:

xk+1 = xk − f (xk)

f ′ (xk)
= xk − x3

k − xk − 1

3x2
k − 1

因此

x1 = x0 −
x3
0 − x0 − 1

3x2
0 − 1

= 1.5− 1.53 − 1.5− 1

3× 1.52 − 1
≈ 1.34783

x2 = x1 −
x3
1 − x1 − 1

3x2
1 − 1

≈ 1.32520

x3 = x2 −
x3
2 − x2 − 1

3x2
2 − 1

≈ 1.32472

x4 = x3 −
x3
3 − x3 − 1

3x2
3 − 1

≈ 1.32472
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例题

（2）使用弦截法, 取 x0 = 1.5, x1 = 1.4, 迭代公式

xk+1 = xk − f (xk)

f (xk)− f (xk−1)
(xk − xk−1)

= xk − x3
k − xk − 1

x2
k + xk−1xk + x2

k−1 − 1

因此

x2 = x1 −
x3
1 − x1 − 1

x2
1 + x0x1 + x2

0 − 1
≈ 1.33522

x3 = x2 −
x3
2 − x2 − 1

x2
2 + x1x2 + x2

1 − 1
≈ 1.32541
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例题

(3) 取 x0 = 0, 使用 Newton 法计算方程的根。利用

xk+1 = xk − f (xk)

f ′ (xk)
= xk − x3

k − xk − 1

3x2
k − 1

进行迭代计算, 得

x1 = −1, x2 = −0.5, x3 ≈ 0.33, x4 ≈ −1.44

可见结果偏离所求的根, 且可能不收敛。

因此， Newton 法收敛与否与初始值有关。
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改进Newton法

在 Newton 法中，为了防止迭代发散，增加一个条件

|f (xk+1)| < |f (xk)|

为了使 | f (xk) | 满足这种单调性, 引入常数 λ ∈ (0, 1], 迭代公式

xk+1 = xk − λ
f (xk)

f ′ (xk−1)

称为 Newton 下山法， λ 称为下山因子。

在 Newton 下山法中, 下山因子可采用试算法, 如取

λ = 1,
1

2
,
1

22
, · · ·
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改进Newton法

for k = 1, 2 · · ·
λ = 1
for p = 1, 2, · · ·

xk+1 = xk − λ f(xk)
f ′(xk−1)

if |f (xk+1)| < |f (xk)|
break

else
λ = λ

2
end

end
if |f (xk) | < ϵ
break

end
end
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多根区间上的逐次逼近法

多根区间上的逐次逼近法方程 f(x) = 0 在多根区间 [a, b] 上分两种情况:

1. 均为单根

2. 有重根
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二分法

[a, b] 是 f(x) = 0 仅有单根的多根区间

1. 求单根区间

设 f(x) = 0 在 [a, b] 上有 m 个根, 将 [a, b] 分成 n 个小区间

[b0, b1] , [b1, b2] , · · · , [bn−1, bn] , b0 = a, bn = b

计算 f (bi) (i = 1, 2, · · · , n) 的值。

若 f (bi) f (bi+1) < 0, 则 f(x) = 0 在 [bi, bi+1] 上至少有一个根。

若这样的有根区间少于根的个数, 则将这些区间继续对分, 对分点为 bi+1/2, 计

算 f
(
bi+1/2

)
, 再搜索有根区间, 直到有根区间的个数是 m 为止。
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二分法

2. 在单根区间 [c, d] 上求根

f(c)f(d) < 0, 将 [c, d] 对分, 设对分点 x0 = c+d
2 计算 f (x0), 若 f (x0) 与 f(c)

同号, 则令 c1 = x0, d1 = d; 否则令 c1 = c, d1 = x0 。在新的有根区间 [c1, d1]
中, 利用上述对分方法重复进行得到新的有根区间 [c2, d2], 继续下去得有根区间
[cn, dn], 其长度

dn − cn =
d− c

2n
→ 0

因此, 当 n 足够大时, dn − cn 可达到根的精度要求, 则

xn =
dn − cn

2

可作为根的近似值。以上求根的方法称为二分法。

几何解释？
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例题

例：利用二分法求
f(x) = x2 + 2x− 1 = 0

在 [0, 1] 中的根。

解: 因 f(0) = −1 < 0, f(1) = 2 > 0, 所以 f(x) 在 [0, 1] 中有根。

下面利用二分法求根。将有根区间 [0, 1] 二等分, 得 [0, 0.5], [0.5, 1] 。因

f(0.5) = 0.25 > 0

故 f(x) 在 [0, 0.5] 中有根。

因
f(0.25) = −0.435 < 0

故 f(x) 在 [0.25, 0.5] 中有根。

上述过程重复下去, 可得根的近似值。
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