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研究对象与特点

大量的科学与工程实际问题常常可以归结为求解含有多个未知量 x1, x2, · · · , xn

的线性代数方程组求解。

即求： 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(2.1)
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研究对象与特点

其矩阵表示形式为:
AAAxxx = bbb

AAA =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

xxx =

x1

...
xn

bbb =
b1...
bn



当线性方程组的阶数较高时，用我们熟悉的克莱姆法则并不实际。
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克拉默法则

克拉默法则是一种解决线性方程组的解析方法，适用于方程数等于未知数个数
的情况，即 n× n 的系统。该方法是以瑞典数学家加布里埃尔·克拉默命名的。

克拉默法则可以通过如下步骤求解该线性方程组：

1. 首先计算矩阵 AAA 的行列式 |AAA|。
2. 对每一个未知数 xi，通过将 AAA中的第 i 列替换为 bbb，并计算得到的新矩阵
的行列式 |AAAi|。

3. 每一个未知数 xi 可以通过 xi =
|AAAi|
|AAA| 计算得出。

用这种方式，你就能求出方程组的唯一解。

Remark: 克莱姆法则虽然在理论上可以求解任何 n× n 线性方程组（行列式不
为 0 的情况下），但由于计算复杂度较高(大约为 (n+ 1)! + n)，当 n = 20 时，
每秒1亿次运算速度的计算机要算 30 多万年！因此，对于大规模问题，通常会
使用数值方法如高斯消元法、LU 分解等。
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线性代数方程组求解

常用的线性代数方程组解法可分为直接法和迭代法两种

1. 直直直接接接法法法: 只包含有限次四则运算。若在计算过程中都不发生舍入误差的假
定下，计算结果就是原方程组的精确解。

2. 迭迭迭代代代法法法: 把方程组的解向量看作是某种极限过程的极限，而且实现这一极
限过程每一步的结果是把前一步所得的结果施行相同的演算步骤得到的。

Remark: 由于运算过程中舍入误差的存在，实际上直接方法得到的解也是方程
组的近始解。

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 18 Sep. 2023 7 / 83



直接法

将原方程化为一个或两个三角形方程组求解：包括

1. Guass 消去法

2. 直接三角分解法
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直接法

三角形方程组的解法：

对于如下所示的下三角方程组
a11x1 = b1

a21x1 + a22x2 = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

当 aii ̸= 0, (i = 1, 2, · · · , n) 时，有如下解法
x1 = b1/a11

xk = (bk − ak1x1 − ak2x2 − · · · − ak,k−1xk−1)/akk

(k = 2, · · · , n)

上述方法称为前推算法
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例题

例：求解所示的下三角方程组
5x1 = 10

2x1 + 2x2 = 6

x1 + 3x2 + 4x3 = 5

解：
x1 = 2, x2 = 1, x3 = 0
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直接法

对于如下所示的下三角方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a22x2 + · · ·+ a1nxn = b2
...

annxn = bn

(2.2)

当 aii ̸= 0, (i = 1, 2, · · · , n) 时，有如下解法
xn = bn/ann

xk = (bk − ak,k+1xk+1 − · · · − ak,nxn)/akk

(k = n− 1, n− 2, · · · , 1)

上述方法称为回代算法
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例题

例：求解所示的下三角方程组
6x1 + 2x2 − x3 = 12

4x2 + x3 = 6

2x3 = 4

解：
x1 = 2, x2 = 1, x3 = 2
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Gauss消去法

由于三角形方程组的求解过程很简单，因此只要能将方程组化为等价的三角形
方程组，则很容易求解。

Gauss 消去法

Gauss 消去法的基本思想就是通过逐步消元将线性方程组 (2.1) 化为系数矩阵
为上三角形矩阵的同解方程组，然后用回代算法解此三角形方程组，并得到原
方程组的解。

1. 将线性方程组 AAAxxx = bbb 化为上三角形方程组（2.2）的计算过程叫消元；

2. 自下而上解方程组（2.2），计算 xn, xn−1, · · · , x2, x1 的过程叫回代。

消元: 矩阵的初等变换:

交换矩阵的两行（列）

以一个非零数 c 乘矩阵的某一行（列）

把矩阵的某一行（列）的 c 倍加于另一行（列）上
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Gauss消去法

设系数矩阵AAA (detA ̸= 0) 非奇异，则 Gauss 消去法的具体过程描述如下：

构造 AAAxxx = bbb 的增广矩阵

(AAA,bbb) = (AAA(1), bbb(1)) =


a
(1)
11 · · · a

(1)
1n b

(1)
1

a
(1)
21 · · · a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

...
...

a
(1)
n1 · · · a

(1)
nn b

(1)
n



使用矩阵的行初等变换将增广矩阵化简为上三角矩阵。
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Gauss消去法

计算行乘数： mi1 = a
(1)
i1 /a

(1)
11 , i = 2, 3, · · · , n

第i行的元素减去第一行的对应元素乘以 mi1

⇒ (AAA(2), bbb(2)) =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n b

(1)
1

a
(2)
22 · · · a

2)
2n b

(2)
2

...
...

...
...

a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn b

(2)
n



最终得到

⇒ (AAA(n), bbb(n)) =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n b

(1)
1

a
(2)
22 · · · a

(2)
2n b

(2)
2

...
...

a
(n)
nn b

(n)
n


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Gauss消去法

当 aii ̸= 0, (i = 1, 2, · · · , n) 时，有如下解法
xn = bn/ann

xk = (bk − ak,k+1xk+1 − · · · − ak,nxn)/akk

(k = n− 1, n− 2, · · · , 1)

Remark：在消去过程中，消去过程能够进行的前提条件是 a
(k)
kk ̸= 0。当

detA ̸= 0 时方程组存在唯一解，但未必能满足 a
(k)
kk ̸= 0 的条件。要使 Gauss 顺

序消去法能够求得方程组的解，应满足如下的定理：

定理：用高斯顺序消去法能够求解方程组 AAAxxx = bbb 的解的充要条件为 AAA 的各阶
顺序主子式均不为零。
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Gauss消去法

1. 当 detA ≤ 0, a
(k)
kk ̸= 0, 此时高斯顺序消去法能进行下去，但不能求出唯一

解。

2. 当 a
(k)
kk ̸= 0(k = 1, 2, · · · , n) 均不为零时, 高斯顺序消去法能进行下去. 但

当 |a(k)kk | ≈ 0 或相对于 |a(k)ik |(i = k + 1, k + 2, · · · , n) 比较小时，计算时产
生的舍入误差将导致计算结果误差增大。

3. 由于舍入误差的原因，Gauss 顺序消去法不是一个实用的方法，实用中应
该采用选主元的 Gauss 消去法。
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例题

例：求解所示的下三角方程组

2x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 10,

3x1 − x2 + 2x3 + x4 = 5,

x1 + x2 − 2x3 − 3x4 = −4,
4x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 8.

(AAA,bbb) = (AAA(1), bbb(1)) =


2 3 −1 4 10
3 −1 2 1 5
1 1 −2 −3 −4
4 −2 1 2 8


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例题

(AAA(2), bbb(2)) =


2 3 −1 4 10
0 −5.5 3.5 −5 −10
0 −0.5 −1.5 −5 −9
0 −8 3 −6 −12



(AAA(3), bbb(3)) =


2 3 −1 4 10
0 −5.5 3.5 −5 −10
0 0 −1.8182 −4.5455 −8.0909
0 −2.0909 −1.2727 −2.5455



(AAA(4), bbb(4)) =


2 3 −1 4 10
0 −5.5 3.5 −5 −10
0 0 −1.8182 −4.5455 −8.0909
0 6.5000 11.8499


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解线性方程组的直接法

1 Gauss消消消去去去法法法

2 Gauss列列列主主主元元元素素素消消消去去去法法法

3 直直直接接接三三三角角角分分分解解解法法法
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Gauss列主元素消去法

在 Gauss 消元过程中，位于矩阵 (AAA(k), bbb(k)) 的主对角线上 (k, k) 位置上的元素

a
(k)
kk 称为第 k 步的主元。

(AAA(k), bbb(k)) =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · · · · a

(1)
1n b

(1)
1

a
(2)
22 · · · · · · a

(2)
2n b

(2)
2

...
...

...
...

a
(k)
kk · · · a

(k)
kn b

(k)
k

...
...

...
...

a
(k)
nk · · · a

(k)
nn b

(k)
n


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例题

下面举例说明“小主元”对解的精度的影响

例: 用 Gauss 消去法解线性方程组10−8 2 3
−1 3.712 4.623
−2 1.072 5.643

x1

x2

x3

 =

12
3


用8位十进制尾数的浮点数计算。增广矩阵

(AAA,bbb) = (AAA(1), bbb(1)) =

10−8 2 3 1
−1 3.712 4.623 2
−2 1.072 5.643 3


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例题

在Gauss消去法中，“小主元”在计算机有限字长下可能会造成较大舍入误差。

(AAA(2), bbb(2)) =

10−8 2 3 1
0.2× 109 0.3× 109 0.1× 109

0.4× 109 0.6× 109 0.2× 109



(AAA(3), bbb(3)) =

10−8 2 3 1
0.2× 109 0.3× 109 0.1× 109

0 0


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Gauss列主元素消去法

这一结果表示方程组有无限多个解。计算机将给出“无唯一解”信息。但是，
实际上，原方程组有唯一解。

在计算过程中舍入误差增大迅速，造成计算解与真解相差甚远，这一方法就是
不稳定的方法，反之，在计算过程中的舍入误差增大能得到控制，该方法就是
稳定的。小主元是不稳定的根源，这就需要采用“选主元素”技术，即选取绝
对值最大的元素作为主元。

称每一步都按列选主元的 Gauss 消去法为 Gauss 列主元素消去法，满足

|a(k)kk | = max
k≤i≤n

|a(k)ik |, k = 1, 2, · · · , n− 1 (2.3)

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 18 Sep. 2023 24 / 83



例题

例: 用 Gauss 列主元素消去法解方程组

(AAA(1), bbb(1)) =

10−8 2 3 1
−1 3.712 4.623 2
−2 1.072 5.643 3


⇒ (AAA(1), bbb(1)) =

 −2 1.072 5.643 3
−1 3.712 4.623 2
10−8 2 3 1


经过第 1 次消元，得

(AAA(2), bbb(2)) =

−2 1.072 5.643 3
0.3716× 101 0.18015× 101 0.5
0.2× 101 0.3× 101 0.1× 101


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例题

经过第 2 次消元，得

(AAA(3), bbb(3)) =

−2 1.072 5.643 3
0.3716× 101 0.18015× 101 0.5

0.18655541× 101 0.68513854


回代求得解

x̄xx = [−0.49105820,−0.05088607, 0.36725739]T

实际上，方程组的 9 位有效数字精确解为

xxx = [−0.491058227,−0.050886075, 0.3672573984]T

可见用 Gauss 列主元素法计算，得到了一个高精度的近似解。
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例题

例: 用 Gauss 列主元素消去法解方程组


1 2 1 −2
2 5 3 −2
−2 −2 3 5
1 3 2 5



x1

x2

x3

x4

 =


−1
3
15
9



解：

(AAA(1), bbb(1)) =


1 2 1 −2 −1
2 5 3 −2 3
−2 −2 3 5 15
1 3 2 5 9


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例题
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9
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例题

(AAA(1), bbb(1)) =


2 5 3 −2 3
1 2 1 −2 −1
−2 −2 3 5 15
1 3 2 5 9



(AAA(2), bbb(2)) =


2 5 3 −2 3
0 −0.5 −0.5 −1 −2.5
0 3 6 3 18
0 0.5 0.5 6 7.5

 =


2 5 3 −2 3
0 3 6 3 18
0 −0.5 −0.5 −1 −2.5
0 0.5 0.5 6 7.5



(AAA(3), bbb(3)) =


2 5 3 −2 3
0 3 6 3 18
0 0 0.5 −0.5 0.5
0 0 −0.5 5.5 4.5



(AAA(4), bbb(4)) =


2 5 3 −2 3
0 3 6 3 18
0 0 0.5 −0.5 0.5
0 0 0 5 5


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消元过程与系数矩阵的分解

Gauss 消元过程可用矩阵乘法实现，分两种情况：

1. 不带行交换的消元过程

2. 带有行交换的消元过程
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不带行交换的消元过程

令

LLLk =



1
. . . 0

1
−mk+1,k 1

0 −mk+2,k 1
... 0

−mn,k 1


其中， mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk , i = k + 1, k + 2, · · · , n (对角元素作分母)

矩阵 LLLk (高斯(Gauss)变换) 为指标是 k 的初等下三角矩阵。显然:

LLLk(AAA
(k), bbb(k)) = (AAA(k+1), bbb(k+1))
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例题

例

AAA =

 2 −1 0
−2 2 −2
4 2 1


LLL1 =?

LLL1 =

 1 0 0
1 1 0
−2 0 1


LLL1AAA =

2 −1 0
0 1 −2
0 4 1


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不带行交换的消元过程

于是， Gauss 消元过程可表示为

LLLn−1LLLn−2 · · ·LLL1(AAA,bbb) = (AAA(n), bbb(n))

因此

LLLn−1LLLn−2 · · ·LLL1AAA = AAA(n)

⇒ AAA = LLL−11 LLL−12 · · ·LLL
−1
n−1AAA

(n) = LLLUUU
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不带行交换的消元过程

其中

LLL = LLL−11 LLL−12 · · ·LLL1
n−1=



1
m21 1
m31 m32 1
...

...
. . .

mn−1,1 mn−1,2 · · · · · · 1
mn,1 mn,2 · · · · · · mmn,n−1 1



UUU = AAA(n) =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

a
(2)
21 · · · a

(2)
2n

. . .
...

...
...

. . .

a
(n)
nn


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例题

例：用矩阵乘法将下述矩阵化为上三角矩阵。

AAA =


−2 −1 0 1
2 2 −2 2
4 2 1 4
6 4 2 6



LLL1 =


1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1

 LLL1AAA =


−2 −1 0 1
0 1 −2 3
0 0 1 6
0 1 2 9



LLL2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 1

 LLL2LLL1AAA =


−2 −1 0 1
0 1 −2 3
0 0 1 6
0 0 4 6


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例题

例：用矩阵乘法将下述矩阵化为上三角矩阵。
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
1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1

 LLL1AAA =


−2 −1 0 1
0 1 −2 3
0 0 1 6
0 1 2 9



LLL2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 1

 LLL2LLL1AAA =


−2 −1 0 1
0 1 −2 3
0 0 1 6
0 0 4 6


LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 18 Sep. 2023 34 / 83



例题

LLL3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −4 1

 LLL3LLL2LLL1AAA =


−2 −1 0 1
0 1 −2 3
0 0 1 6
0 0 0 −18


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不带行交换的消元过程

不带行交换的 Gauss 消元过程产生了一个单位下三角形矩阵L和一个上三角矩
阵U，且

AAA = LLLUUU (2.4)

称之为矩阵 AAA 的 LU 分解。

定理: 设 n 阶方阵 AAA 的顺序主子式 D1, D2, · · · , Dn−1 均不为 0，则 AAA 的 LU
分解式 (2.4) 式存在且唯一。
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带有行交换的消元过程

在第 k 步消元时，先交换 (AAAk, bbbk) 的第 k 行与 ik 行后再消元，即

LLLkIIIikk(AAA
k, bbbk) = (AAAk+1, bbbk+1)

IIIikk =



1
1

0 1
1

. . .

1 0
1

1


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例题

例：

AAA =


1 2 3 4
4 3 2 1
2 4 6 8
−1 −2 −1 0

 III23 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



III23AAA =


1 2 3 4
2 4 6 8
4 3 2 1
−1 −2 −1 0


问题： AAAIII23 =? 交换两列
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例题

例：

AAA =


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
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例题

例：

AAA =


1 2 3 4
4 3 2 1
2 4 6 8
−1 −2 −1 0

 III23 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



III23AAA =


1 2 3 4
2 4 6 8
4 3 2 1
−1 −2 −1 0


问题： AAAIII23 =? 交换两列
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Gauss消去法的运算量

计算机中，完成一次乘法的时间远超过一次加法。因此，若一个算法中，
乘法与加法运算次数相当，通常用乘、除法的次数来衡量运算量大小。

在第 k 步消元计算中，做乘法 (n− k)(n− k+ 1) 次、除法 (n− k) 次。因
此, (n− 1) 步消元共做乘除法的总次数

n−1∑
k=1

(n− k)(n− k + 2) =
n2

3
+

n2

2
− 5n

6

回代过程共做乘除法的次数:

n∑
i=1

(n− i+ 1) =
n2

2
+

n

2

Gauss 消去法中乘除法的总次数为

MD =
n3

3
+ n2 − n

3
=

n3

3
+O

(
n2
)
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例题

矩阵运算中的乘除法计算

如果已知， AAA 和 xxx, 要得到bbb, 一共需要执行多少次乘法？

AAAxxx = bbb

AAA =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

xxx =

x1

...
xn

bbb =
b1...
bn


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算法设计

用 Gauss 列主元消去法解线性方程组 AAAxxx = bbb，其算法可分成四个模块：
1. 选主元；2. 换行；3. 消元；4. 回代

算法的自然语言表达：
1. 输入方程组维数 N，增广矩阵 [AAA,bbb], 控制条件转移精度 EPS;
2. 对于k = 1, 2, · · · , N − 1

2.1 AAA(k, k)⇒ P, k ⇒ I0
2.2 对于 i = k, k + 1, . . . , N , 如果 |AAA(i, k)| > |P |, 则

AAA(i, k)⇒ P, i⇒ I0

2.3 如果 |P | ≤ EPS, 转 7
2.4 如果 I0 = k, 转 2.6, 否则
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消元过程与系数矩阵的分解

2.5 对于 j = k, . . . , N + 1

AAA(k, j)⇒ ω;AAA (I0, j)⇒ AAA(k, j);ω ⇒ AAA (I0, j)

2.6 对于 i = k + 1, . . . , N
2.6.1 AAA(i, k)/AAA(k, k)⇒ AAA(i, k)
2.6.2 对于 j = k, . . . , N + 1

AAA(i, j)−AAA(i, k) ∗AAA(k, j)⇒ AAA(i, j)

/ 回代求解
3. 如果 AAA(N,N) = 0, 转 7
4. AAA(N,N + 1)/AAA(N,N)⇒ A(N,N + 1)
5. 对于 k = N − 1, . . . , 2, 1
5.1 W = 0
5.2 对于 j = k + 1, . . . , N,W = W +A(k, j) ∗A(j,N + 1)
5.3 AAA(k,N + 1)−W ⇒ A(k,N + 1)
5.4 AAA(k,N + 1)/A(k, k)⇒ A(k,N + 1)
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消元过程与系数矩阵的分解

6. 输出解 xT = [A(1, N + 1), A(2, N + 1), . . . , A(N,N + 1)]T , 转8
7. 输出 EXI = 1
8. 停机
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消元过程与系数矩阵的分解

算法表达的流程图
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解线性方程组的直接法

1 Gauss消消消去去去法法法

2 Gauss列列列主主主元元元素素素消消消去去去法法法

3 直直直接接接三三三角角角分分分解解解法法法

4 平平平方方方根根根法法法

5 追追追赶赶赶法法法
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直接三角分解法

基本三角分解法

Doolittle 分解: 把矩阵 AAA 分解成一个单位下三角阵 LLL 和一个上三角矩阵 UUU 的
乘积
设 AAA = (aij)n×n 的各阶顺序主子式均不为 0, 则 a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

 =

 1
...

. . .

ln1 · · · 1


 u11 · · · u1n

. . .
...
unn

 ≡ LLLUUU

行号 r ≤ 列号 i

ari =

r∑
k=1

lrkuki, (i = r, · · · , n; r = 1, 2, · · · , n)

行号 i > 列号 r

air =

r∑
k=1

likukr, (i = r + 1, · · · , n; r = 1, 2, · · · , n− 1)
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Doolittle分解 (杜利特尔)

1) 当 r = 1 时, 解得

(UUU 的第 1 行不变) u1i = a1i, (i = 1, 2, · · · , n)

(LLL 的第 1 列) li1 =
ai1
u11

, (i = 2, 3, · · · , n)

2) 第 r > 1 列元素的计算公式

uri = ari −
r−1∑
k=1

lrkuki, (i = r, · · · , n; r = 2, · · · , n)

lir =
air −

∑r−1
k=1 likukr

urr
, (i = r + 1, · · · , n; r = 2, · · · , n− 1)

先算 UUU 的第 r 行, 后算 LLL 的第 r 列, 依次交替进行
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Doolittle分解 (杜利特尔)

如何记忆 Doolittle 分解的求解公式？

先算 UUU 的第 r 行, 后算 LLL 的第 r 列, 依次交替进行
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Crout分解 (克劳特)

若 AAA = LLLUUU 分解中, UUU 为单位上三角阵, LLL 为下三角阵, 则

lir = air −
r−1∑
k=1

lrkuki,
i = r, · · · , n
r = 2, · · · , n

uri =
ari −

∑r−1
k=1 likukr

lrr
,

i = r + 1, · · · , n
r = 2, · · · , n− 1

先算 LLL 的第 r 列, 后算 UUU 的第 r 行.
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直接三角分解法

AAA = LLLUUU ⇒ LLL(UUUxxx) = bbb

Doolittle 分解的求解公式:

先求 LLLyyy = bbb:

{
y1 = b1
yr = br −

∑r−1
i=1 lriyi, r = 2, · · · , n

再求 UUUxxx = yyy:

{
xn = yn

unn

xr =
yr−

∑n
i=r+1 urixi

urr
, r = n− 1, · · · , 1

Crout 分解的求解公式:

先求 LLLyyy = bbb:


y1 = b1

l11

yr =
br−

r−1∑
i=1

lriyi

lrr
, r = 2, · · · , n

再求 UUUxxx = yyy:

{
xn = yn
xr = yr −

∑n
i=r+1 urixi, r = n− 1, · · · , 1
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例题

例: 用 Doolittle 法解方程组
2 10 0 −3
−3 −4 −12 13
1 2 3 −4
4 14 9 −13




x1

x2

x3

x4

 =


10
5
−2
7



解: Doolittle 分解公式得

(u11, u12, u13, u14) = (a11, a12, a13, a14) = (2, 10, 0,−3)

(l21, l31, l41)
T
= (−3/2, 1/2, 2)T

(u22, u23, u24) = (11,−12, 17/2) (l32, l42)
T
= (−3/11,−6/11)T

(u33, u34) = (−3/11,−2/11) l43 = −9 u44 = −4

1) 解 Ly = b, 可得 y = (10, 20,−17/11,−16)T
2) 解 Ux = y, 得 x = (1, 2, 3, 4)T
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例题
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例题

计算过程中矩阵变化详细情况:
2 10 0 −3
−3 −4 −12 13
1 2 3 −4
4 14 9 −13

 r=1−→


2 10 0 −3
−3/2 −4 −12 13
1/2 2 3 −4
2 14 9 −13



r=2−→


2 10 0 −3
−3/2 11 −12 17/2
1/2 −3/11 3 −4
2 −6/11 9 −13

 r=3−→


2 10 0 −3
−3/2 11 −12 17/2
1/2 −3/11 −3/11 −2/11
2 −6/11 −9 −13


−→
r=4


2 10 0 −3
−3/2 11 −12 17/2
1/2 −3/11 −3/11 −2/11
2 −6/11 −9 −4


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例题

(AAA4, bbb4) =


2 10 0 −3
−3/2 11 −12 17/2
1/2 −3/11 −3/11 −2/11
2 −6/11 −9 −4



LLL =


1
−3/2 1
1/2 −3/11 1
2 −6/11 −9 1

 UUU =


2 10 0 −3

11 −12 17/2
−3/11 −2/11

−4


1) 解 Ly = b, 可得 yyy = [10, 20,−17/11,−16]T

2) 解 Ux = y, 得 xxx = [1, 2, 3, 4]T
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紧凑格式的 Doolittle

由于在计算 UUU 和解 yyy 的方程中, 遵循相似的规则, 因此, 提出如下方法:

A =

 a11 a12 a13 b1
a21 a22 a23 b2
a31 a32 a33 b3

→
 u11 u12 u13 u14

l21 u22 u23 u24

l31 l32 u33 u34

 r = 1
r = 2
r = 3

r = 1 r = 2

 u11 u12 u13 u14

l21 u22 u23 u24

l31 l32 u33 u34

 =

 u11 u12 u13 y1
l21 u22 u23 y2
l31 l32 u33 y3


1) 解 Ly = b, 可得 yyy ←省略

2) 解 Ux = y, 得 xxx
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例题

例：用紧凑格式的 Doolittle 法解上述例题中的方程组


2 10 0 −3
−3 −4 −12 13
1 2 3 −4
4 14 9 −13




x1

x2

x3

x4

 =


10
5
−2
7


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例题

解:

A =


2 10 0 −3 10
−3 −4 −12 13 5
1 2 3 −4 −2
4 14 9 −13 7

 r=1−→


2 10 0 −3 10
−3/2 −4 −12 13 5
1/2 2 3 −4 −2
2 14 9 −13 7


r=2−→


2 10 0 −3 10
−3/2 11 −12 17/2 20
1/2 −3/11 3 −4 −2
2 −6/11 9 −13 7


r=3−→


2 10 0 −3 10
−3/2 11 −12 17/2 20
1/2 −3/11 −3/11 −2/11 −17/11
2 −6/11 −9 −13 7


r=4−→


2 10 0 −3 10
−3/2 11 −12 17/2 20
1/2 −3/11 −3/11 −2/11 −17/11
2 −6/11 −9 −4 −16


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例题

r=4−→


2 10 0 −3 10
−3/2 11 −12 17/2 20
1/2 −3/11 −3/11 −2/11 −17/11
2 −6/11 −9 −4 −16



LLL=


1
−3/2 1
1/2 −3/11 1
2 −6/11 −9 1

UUU=


2 10 0 −3

11 −12 17/2
−3/11 −2/11

−4

yyy=


10
20
− 17

11
−16


解 UUUxxx = yyy 计算得: xxx = [1, 2, 3, 4]T
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部分选主元的 Doolittle 分解

Doolittle 法或 Crout 法中的 urr 或 lrr(r = 1, 2, . . . , n) 称为主元素 ∆

部分选主元Doolittle法: 在每一步分解时, 先选列主元, 再进行分解计算。过程描
述如下:

设用紧凑格式的 Doolittle 法已完成了第 r − 1 步分解：

AAA→



u11 · · · · · · · · · · · · u1r · · · u1n u1,n+1

l21 u22

...
... l32

. . .
...

...
. . .

...
ur−1,r−1 ur−1,r · · · ur−1,n ur−1,n+1

lr1 lr2 lr,r−1 arr · · · arn ar,n+1

...
...

ln1 ln2 ln,r−1 anr · · · ann an,n+1


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部分选主元的Doolittle分解

第 r 步分解：首先在数组 A 的第 r 列主对角元以下 (含主对角元) 选主元, 步
骤如下:

1. 计算中间量 Si, 并存入 AAA(i, r),

AAA(i, r)← SSSi = AAA(i, r)−
r−1∑
k=1

AAA(i, k)AAA(k, r)

(i = r, · · · , n)

2. 选绝对值最大的 Si, 即确定行号 ir, 使满足

|SSSir | = max
r≤i≤N

|SSSi|

3. 换行: 如果 ir ̸= r, 则交换数组 A 中的第 r 行与 ir 行, 其中, 新位置主元素
仍记为

uuurr = AAA(r, r)
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部分选主元的Dolittle分解

4. 分解计算:

AAA(i, r)← lir =
AAA(i, r)

AAA(r, r)
,

(i = r + 1, · · · , n; r = 1, 2, · · · , n− 1)

AAA(r, i)← uri = AAA(r, i)−
r−1∑
k=1

AAA(r, k)AAA(k, i)

(i = r + 1, · · · , n+ 1; r = 1, · · · , n)
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例题

例：用部分选主元的 Doollittle 法解方程组 1 −1 3
2 −4 6
4 −9 2

 x1

x2

x3

 =

 1
4
1



解: 用紧凑式对数组 A 进行分解如下:

A =

 1 −1 3 1
2 −4 6 4
4 −9 2 1

 r=1
A(i,1)←si
i=1,2,3−→

 1 −1 3 1
2 −4 6 4
4 −9 2 1


r1⇔r3−→

 4 −9 2 1
2 −4 6 4
1 −1 3 1

 分解−→

 4 −9 2 1
1/2 −4 6 4
1/4 −1 3 1


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例题

例：用部分选主元的 Doollittle 法解方程组 1 −1 3
2 −4 6
4 −9 2

 x1

x2

x3

 =

 1
4
1


解: 用紧凑式对数组 A 进行分解如下:

A =

 1 −1 3 1
2 −4 6 4
4 −9 2 1

 r=1
A(i,1)←si
i=1,2,3−→

 1 −1 3 1
2 −4 6 4
4 −9 2 1


r1⇔r3−→

 4 −9 2 1
2 −4 6 4
1 −1 3 1

 分解−→

 4 −9 2 1
1/2 −4 6 4
1/4 −1 3 1


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例题

r=2
A(i,2)
i=2,3−→

 4 −9 2 1
1/2 1/2 6 4
1/4 5/4 3 1

 r2⇔r3−→

 4 −9 2 1
1/4 5/4 3 1
1/2 1/2 6 4


分解−→

 4 −9 2 1
1/4 5/4 5/2 3/4
1/2 2/5 6 4

 r=3
分解−→

 4 −9 2 1
1/4 5/4 5/2 3/4
1/2 2/5 4 32/10



于是

LLL =

 1
1/4 1
1/2 2/5 1

UUU =

 4 −9 2
5/4 5/2

4

 yyy =

 1
3/4
32/10


解 UUUxxx = yyy, 得 xxx = [−2.4,−1, 0.8]T
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部分选主元的Dolittle分解

紧凑格式的 Doolittle 法还可用于解矩阵方程：

AAAXXX = BBB

其中 XXX = (xxx1,xxx2, · · · ,xxxm) ,BBB = (bbb1, bbb2, · · · , bbbm)

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 18 Sep. 2023 63 / 83



例题

例: 用部分选主元Doolittle法解矩阵方程 AX = B, 其中

AAA =


1 −1 2 −1
2 −2 3 −3
1 1 1 0
1 −1 4 3

 , BBB =


−8 −16
−20 −40
−2 −4
4 8

 , XXX =


x11 x12

x21 x22

x31 x32

x41 x42



解:

(AAA,BBB) =


1 −1 2 −1 −8 −16
2 −2 3 −3 −20 −40
1 1 1 0 −2 −4
1 −1 4 3 4 8



−→
r=1

r1↔r2


2 −2 3 −3 −20 −40
1 −1 2 −1 −8 −16
1 1 1 0 −2 −4
1 −1 4 3 4 8


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例题

例: 用部分选主元Doolittle法解矩阵方程 AX = B, 其中

AAA =


1 −1 2 −1
2 −2 3 −3
1 1 1 0
1 −1 4 3

 , BBB =


−8 −16
−20 −40
−2 −4
4 8

 , XXX =


x11 x12

x21 x22

x31 x32

x41 x42


解:

(AAA,BBB) =


1 −1 2 −1 −8 −16
2 −2 3 −3 −20 −40
1 1 1 0 −2 −4
1 −1 4 3 4 8



−→
r=1

r1↔r2


2 −2 3 −3 −20 −40
1 −1 2 −1 −8 −16
1 1 1 0 −2 −4
1 −1 4 3 4 8


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部分选主元的Dolittle分解

分解−→


2 −2 3 −3 −20 −40
1/2 −1 2 −1 −8 −16
1/2 1 1 0 −2 −4
1/2 −1 4 3 4 8



−→
计算
s3,s4


2 −2 3 −3 −20 −40
1/2 0 2 −1 −8 −16
1/2 2 1 0 −2 −4
1/2 0 4 3 4 8


r2↔r3−→


2 −2 3 −3 −20 −40
1/2 2 1 0 −2 −4
1/2 0 2 −1 −8 −16
1/2 0 4 3 4 8


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直接三角分解法

分解−→


2 −2 3 −3 −20 −40

1/2 2 −1/2 3/2 8 16
1/2 0 2 −1 −8 −16
1/2 0 4 3 4 8


计等
S3,S4−→


2 −2 3 −3 −20 −40
1/2 2 −1/2 3/2 8 16
1/2 0 1/2 −1 −8 −16
1/2 0 5/2 3 4 8



r3↔r4−→


2 −2 3 −3 −20 −40

1/2 2 −1/2 3/2 8 16
1/2 0 5/2 3 4 8
1/2 0 1/2 −1 −8 −16


下省略（见P48-50）

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 18 Sep. 2023 66 / 83



直接三角分解法
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解线性方程组的直接法

1 Gauss消消消去去去法法法

2 Gauss列列列主主主元元元素素素消消消去去去法法法

3 直直直接接接三三三角角角分分分解解解法法法

4 平平平方方方根根根法法法

5 追追追赶赶赶法法法
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平方根法

定义: 设 AAA 为 n 阶 (n ≥ 2) 对称正定矩阵, LLL 是非奇异下三角矩阵, 称
AAA = LLLLLLT 为矩阵 AAA 的 Cholesky 分解。

定理: n 阶 (n ≥ 2) 对称正定矩阵 AAA, 一定存在如下的分解式

1. AAA = LLLDDDLLLT , 其中 LLL 为单位下三角阵, DDD 是对角元全为正的对角阵, 且这种
分解式唯一;

2. AAA = LLLLLLT , 其中 LLL 为下三角阵，当限定 LLL 的对角元为正时, AAA = LLLLLLT

(Cholesky 分解) 的分解式唯一。
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平方根法

AAA = LLLLLLT 中 L 元素的计算方法:

LLL =


l11
l21 l22
...

. . .

ln1 ln2 · · · lnn


假定已算出 L 的第 1 至 j − 1 列元素, 则

aij =

j−1∑
k=1

likljk + lij ljj , (i = j, j + 1, · · · , n)

于是

ljj =

√√√√(ajj − j−1∑
k=1

l2jk

)
, (j = 1, 2, · · · , n)

lij =
aij −

∑j−1
k=1 likljk
ljj

, (i = j + 1, · · · , n)

规定:
∑0

k=1 likljk = 0
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平方根法

方程 AAAxxx = bbb 的求解:

对 AAA 进行 Cholesky 分解后, 解 AAAxxx = bbb 可分为两步:

1. 解 Ly = b:

{
y1 = b1

l11

yi =
bi−

∑i−1
k=1 likyk

lii
, i = 2, 3, · · · , n

2. 解 LTx = y, 因 l′ik = lki, 故{
xn = yn

lnn

xi =
yi−

∑n
k=i+1 lkixk

lii
, i = n− 1, · · · , 2, 1

称以上公式解对称正定线性方程组的方法为平方根法。
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例题

例：用平方根法解对称正定方程组 4 −1 1
−1 17/4 11/4
1 11/4 7/2

 x1

x2

x3

 =

 0
1
0



解：分解 AAA, 只对 AAA 的下三角部分运算即可。 4
−1 17/4
1 11/4 7/2

 r=1−→

 2
−1 17/4
1 11/4 7/2


−→

 2
−1/2 17/4
1/2 11/4 7/2

 r=2−→

 2
−1/2 2
1/2 11/4 7/2


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例题

例：用平方根法解对称正定方程组 4 −1 1
−1 17/4 11/4
1 11/4 7/2

 x1

x2

x3

 =

 0
1
0


解：分解 AAA, 只对 AAA 的下三角部分运算即可。 4

−1 17/4
1 11/4 7/2

 r=1−→

 2
−1 17/4
1 11/4 7/2


−→

 2
−1/2 17/4
1/2 11/4 7/2

 r=2−→

 2
−1/2 2
1/2 11/4 7/2


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平方根法

 2
−1/2 2
1/2 3/2 7/2

 r=3−→

 2
−1/2 2
1/2 3/2 1



LLL =

 2
−1/2 2
1/2 3/2 1


解 LLLyyy = bbb, 得

yyy = [0, 1/2,−3/4]T

解 LLLTxxx = yyy,
xxx = [25/64, 13/16,−3/4]T

LI Xiao Peng Numerical Computing Methods 18 Sep. 2023 73 / 83



平方根法的数值稳定性

已知

aij =

J−1∑
k=1

likljk + lij ljj

平方根法中的分解过程没有选主元，由上式得

j∑
k=1

l2jk = ajj , j = 1, 2, · · · , n

因此
0 < max

1≤k≤j
1≤j≤n

|ljk| ≤ max
1≤j≤n

√
ajj

说明分解过程中 L 的元素的数量级不会增长, 舍入误差积累不会明显增长, 故
平方法是数值稳定的。相反, 选主元引起的行交换会破坏矩阵的对称性。
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解线性方程组的直接法

1 Gauss消消消去去去法法法

2 Gauss列列列主主主元元元素素素消消消去去去法法法

3 直直直接接接三三三角角角分分分解解解法法法

4 平平平方方方根根根法法法

5 追追追赶赶赶法法法
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追赶法

矩阵对角占优的概念

设 AAA ∈ Rn×n

若对于 i = 1, 2, 3, · · · , n, 不等式 |aii| ≥
∑n

j=1
j ̸=i
|aij | 均成立, 且至少对某个

i0 有 |ai0i0 | >
∑n

j=1
j ̸=i0

|ai0j |, 则称矩阵 AAA 按行对角占优。

若对于 i = 1, 2, 3, · · · , n, 均有 |aii| >
∑n

j=1
j ̸=i
|aij |, 则对称矩阵 AAA 按行严格

对角占优。

类似地，也有按列对角占优和按列严格对角占优的概念。
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追赶法

在一些问题中, 要利用到如下三对角线方程组

AAAxxx = fff

其中 AAA =


b1 c1
a2 b2 c2

. . .
. . .

. . .

an−1 bn−1 cn−1
an bn

 fff =


f1
f2
...
fn


且 AAA 满足严格对角占优条件

|b1| > |c1| > 0

|bi| > |ai|+ |ci| , ai ∗ ci ̸= 0 i = 2, 3, · · · , n− 1

|bn| > |an| > 0

当 AAA 严格对角占优时，可以证明各阶顺序主子式非零。
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追赶法

当 AAA 为上述三对角阵时, AAA 有更特殊的三角分解形式 AAA = LLLUUU :
b1 c1
a2 b2 c2

. . .
. . .

. . .

an−1 bn−1 cn−1
an bn



=


α1

γ2 α2

γ3 α3

. . .
. . .

γn αn




1 β1

1 β2

. . .
. . .

1 βn−1
1



当 LLL 的对角元为 1 时, 属于 Doolittle 分解;
当 UUU 的对角元为 1 时, 属于 Crout 分解。
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追赶法 (Crout 分解)

则由
A = LU

可得 
ai = γi i = 2, · · · , n
bi = γiβi−1 + αi i = 2, · · · , n, b1 = α1

ci = αiβi i = 1, 2, · · · , n− 1

进一步，解得 γi = ai i = 2, · · · , n,
α1 = b1, αi = bi − γiβi−1 i = 2, · · · , n,
βi = ci/αi i = 1, 2, · · · , n− 1
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追赶法

从形式上看, 计算为一递推过程: “追” 的过程

α1 → β1 → α2 → β2 → · · · → αn−1 → βn−1 → αn

解方程组 AAAxxx = LLLUUUxxx = fff 分为两步:

1) 解方程组 Ly = f , 即{
α1y1 = f1
αiyi−1 + αiyi = fi (i = 2, · · · , n)

解得 {
y1 = f1

α1

yi =
fi−aiyi−1

αi
(i = 2, · · · , n)

(2.5)
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追赶法

2) 解方程组 UUUxxx = yyy, 即{
xi + βixi+1 = yi i = 1, 2, · · · , n− 1
xn = yn

得 {
xn = yn
xi = yi − βixi+1, i = n− 1, · · · , 2, 1

形象地称回代求解过程为“赶” 的过程。

因此，由上述过程求解方程组 AAAxxx = fff 的方法称为“追赶法”。
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例题

例: 用追赶法解线性方程组
2 2
−1 1 2

−1 1 2
−1 1 2

−1 1




x1

x2

x3

x4

x5

 =


6
7
9
11
1


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例题

AAA =


2 2
−1 1 2

−1 1 2
−1 1 2

−1 1



LLL =


2
−1 2

−1 2
−1 2

−1 2

 UUU =


1 1

1 1
1 1

1 1
1


求解方程组 LLLyyy = bbb, yyy = [3, 5, 7, 9, 5]T

求解方程组 UUUxxx = yyy, xxx = [1, 2, 3, 4, 5]T
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